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簡 単 な 数 学

講義はおこなわないが ,統計学を勉強するときに良 く使われる簡単な記号をまとめてお

く。ただ し,数学的に厳密な議論は省略 してあるので,興味のある読者は,高校参考書の

「基礎解析」 ,「確率・統計」などを参照されたい。

1 和の記号

個の数 χl,χ 2,… ,χ "の和を,ギ リシャ文字
“Σ "(シ グマと読む)を用いて ,

ΣχJ=χ l+χ 2+… +χ η               (0。 1◆ 01)
J=1

と表わす。(0。 1。 01)式の左辺は,χ 」の プ の値を 1か ら η まで変化させて和をとるこ

とを意味する。ノ の値の範囲が明らかな場合は,Σχノあるいは Σχプのように簡略化し

て表わすこともある。 ノ は添え字としてだけでなく,実際に ノ という値を持つ数とし

て現れる場合もある (例 2参照)。

例 1 ■ 個の数値 χl,χ 2,… ,χηの合計 r,平 均 χ は,次のように表わされる。

合計 :T=χ l+χ 2+… +χη=ΣχJ            (0。 1◆ 02)
′=1

平均:T=χ l+χ 2+¨
°+χπ=上 士χJ=二

■           ■ J=l      η

(2)Σ (χ J+yJ)=(Σ χJ)十
J=l               J=1

(3)Σ c=η・C
J=1

(4)自 (cχ ′+dν 」)=c φttχ J)十 d φttν J)

問 1。 上の性質(1),(2),(3)を 確認せよ。以下の間は ,

でもよい)を使って必ず確認すること。     ・

(0。 1。 03)

例 2.χ J=J2(ノ =1,2,… ,■ )と 置 くと, 1か ら η までの整数の 2乗和は ,

■(■ +1)(2■ +1)
Σ ノ2 = 12+22+¨ .十 ■2=
J=1

と表わされる (証明は省略)。 [例 2。 終 ]

c,dを ノ によらない定数,yl,y2,… ,yれ を別の ■ 個の数とすると,次の性質が成

り立つ。これらの性質は非常に重要である。

(1)Σ (cχ ブ)=c(Σ χJ)           (0。 1.04)
」=l               J=1

ｙ

″
∝

河
(0。 1.05)

(0。 1.06)

(0。 1.07)

実際に紙 と鉛筆 (ボ ールペ ン
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問 2.(1)と (2)を使 って,(4)を導け。逆に(1)と (2)は ,(4)の特別な場合であるこ

とを確かめよ。

例 3.各 χJと 平均 χ との差 χ」―χ (J=1,2,… ,η )を 偏差という。η 個の偏差の

合計はゼロである。

Σ](χ J一 χ) =0
J=1

問 3.(0。 1。 08)式 を確かめよ。以下,本節の間は上の性質 (1)一 (4)を使う。

例 4.偏差の 2乗和を偏差平方和 ,あ るいは単に平方和という。偏差平方和に関して次の

等式が成 り立つ。

允χ J2_ 三
J=l        η

(0。 1。 08)

(0。 1.09)

問 4。 (0。 1。 09)式 を確認せよ。

注。偏差平方和は, ■ 個の偏差の 2乗和であるが,こ れら η 個の偏差のあい

だには ,(0。 1.08)式 のように,合計するとゼロになるという制約条件が付いてい

る。すなわち, ■ 個の偏差のうち,自 由に値をとり得るのは ■-1個 である。

この η-1の ことを,平方和の自由度 (dθ grθθs ο∫ ノrθθdOm;直 訳すると

「自由の程度」)と いう。

注.電卓を使って計算する場合は,右辺の Σχ」2_r2/η が便利である。パソ
J=1

コン等でプログラムを書く場合は,左辺の Σ (χ J一 χ)2を使ったほうが一般
J=1

に精度が高い。

νJ=C χJ+ご (ノ =1,2,… ,η )

呂 (χ J一 χ)2=鳳χJ2_.χ
2〓

例 5.c,ご を定数 として ,

y=cχ 十 ご

Σ (ν J一 y)2=
J=1

(χ J_χ )2

が成 り立つ。

問 5。 (0。 1.10),(0。 1.H)式を確かめよ。

例 6.2

考える。

χl,χ 2,¨°,χηを

とおく。この ν」に関して ,

(0。 1.10)

(0.1.11)
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μ =Σ χJoρ J (μ はミューと読む)           (0。 1.12)
J=1

σ2=Σ (χノーμ)2.ρ J (σ はシグマと読む)      
°
(0.1.13)

J=1

このとき,次の等式が成立する。

Σ (χ J一 μ)。 ρJ=0                 (0◆ 1.14)
J=1

σ2=Σ χJ2.ρ ′_μ 2             (o。 1.15)
J=1

問 6口 (0。 1.14),(0。 1.15)式 を確かめよ。

例 7.(例 6の続き)C,ご を定数として,y」 =c χJ+d(ノ =1,2,… ,■ )と おく。この

νJに対して,(0。 1。 12),(0。 1.13)式 と同様に

μy =Σν」・ρノ                   (0。 1。 16)
J=1

σ ν2=Σ (ν J一 μν)2。 ρJ               (0。 1。 17)
J=1

を定義する。ここで,添え字の “γ"は , y」 に関する μ,σ 2 の意味である。このと

き,次の関係が成 り立つ。

μν =Cμ +ご                         (001.18)

σ ν
2=c2σ 2                          (o。 1.19)

問 7.(0。 1.18),(0。 1。 19)式を確かめよ。

注目ここまでの議論では, ΣχJの ように ノ は 1か ら れ まで変化することに
J=1

なっていた。しかし,

Σ yノ =ν O+yl+… +yη _1
J=0

のように,プ の変化する範囲はいろいろな場合が考えられる。このような場合で

も,上に述べた性質はすべて成立する。さらに ,

Σ ρノ=ρ 。+ρ l+… +ρη十…
」=0

のような,無限個の数の和 (無限級数 )を考える場合 もある。このときは無限級

数の集東に関する議論が必要になって くる。 しか し初歩の統計学に登場する無限

級数は ,ほ とんどの場合に集束 し,上に述べた性質 (1)一 (4)が成立する。



-4-

例 8。 右のように m行 × η 列に

並んだ mO■ 個の数値 χ JJを考え

る。tt J 行の合計と平均を

rJ.=Σ χJJ
J=1

=χ jl+χ j2+… +χ 』η

(0。 1.20)

χJ.=T,。 /η

(0。 1.21)

とす る。ここで,添え字の “."は ,

その部分の添え字に関 して,合計お

よび平均をとることを意味 している。

同様に第 ノ 列の合計と平均を

総平均を

χ。.〓 r.。 /(m・ ■)

とす ると,全体の平方和 は ,

Σ Σ(χ Jノーχ .。 )2=
J=lJ=1

と表わされる。

問 8日 (001● 26)式 を証明せよ。

r.ノ

,3 。J

(0。 1.22)

(0。 1◆ 23)

(0。 1◆ 24)

字に関 して先に和をとっても結果が

弧は省略される場合が多い。

χ;11 ス,12

α
'21 
χ 22

α;,1

χ 21

合計 r.lT.2

平均 χ .lχ 。2
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通常は不定積分を使った定積分の定義 (0。 2.04)式 から(1)一 (3)を証明するが,こ こで

は証明は省略する。しか し,面積を使った定義から直感的に感 じとることはできるであろ

う。また, 0.1節の和の性質と同様に,(4)は (1)と (2)か ら導かれる。逆に,(1)と

(2)は (4)の特別な場合である

これ らの性質は, 0.1節 の和の性質 (0。 1。 04)一 (0。 1。 07)式 と同 じ形を している。そ し

て,以 下に述べ る定積分に関する公式は, Oe l節 と同様に して性質 (1)一 (4)を使 って

導 くことができる。

(0。 2.09)

(0。 2◆ 10)
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定積分の値は上端の位置 bに 依存する。そこで,新 たに上端を
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F(χ )=∫∫∫(す)dt          02■ "
と書 くことにする。この F(χ )を χ に関して微分すると ∫(χ )に なる。すなわち ,

券F(JLル)   02劇 )

が成 り立つ。証明は省略するが概略は以下のとおりである。
・

微分の定義によると

響
生 F(J=Hm F(χ

十 ん )一 F(χ )

ごχ
` ~`′   '二τ       た

である。ここで,右辺の分子 F(χ +ん )一 F(χ )は右図の斜

線で示 した柱の部分の面積に等 しい。その面積を幅 ん で割

ったものは,だ いたい柱の高さ ノ(χ )に 等 しい。そ して ,

極限をとるとノ(χ )に 一致する。

xx■■
図 4
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と定義され,こ れは,点 χ における接線の傾きを表わす。微

分係数は ノ
′
(χ )や ∫(χ )な どと表わされることもある。

微分係数の値は点 χ によって異なる。すなわち,微分係数

もまた χ の関数となる。これを,元の関数 ∫(χ )の導関数とよぶ。関数 ∫(χ )か ら

導関数 ∫
´
(χ )を求めることを「関数 ∫(χ )を微分する」という。

F勧 井F"
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θ(χ )を別の関数 とすると ,
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次の性質が成り立つ (証明

(1)岳 (CパJ)=C券ノ(J (0。 3。 02)

(0◆ 3◆ 03)

(0。 3.04)

(0。 3。 05)

関数 ノ(χ )について,区 間 α≦χ≦b での最小値を

求めるには,次のようにする。

ア)ま ず,導関数の値がゼロになる点を探す。その点

で関数 ノ(χ )は極小 (ま たは極大)と なるが ,

必ず しも最小値を与えるとは限らない。

イ)極小値と端の値の中から最小値を求める。

最大値についても同様である。

0.4 偏微分

2変数 χ,y の関数 ノ(χ ,y)に 対 して ,

変数 ν を y=b に固定すると,ノ (χ ,b)

は χ のみの関数 と考えることができる。これ

を χ に関 して微分 したものを ,

(2)券
(ノ
(χ)+嗣 )=

(3)券 c=0

(4)券 (cパ Xl・ dg(χ ))

舟ムL"

持∫(χ)+持 g(J

=C舟∫(χ )+ご券 g(χ )

ノ″′ わノ

=lim
ね→0

ノ(χ +た ,b)一 ノ(χ ,b)

(0。 4.01)

と表わ し, χ についての偏微分係数をよぶ。この値は,点 χ に依存するとともに,変

数 yの 固定点 わ の値にも依存する。すなわち,偏微分係数は χ と わ の関数 となる。

これを偏導関数 という。通常は, bの 代わ りに元の ν を用いる。

ニ パ ム yl=Hmノ
(χ +た ,y)一 六 χ,y)

(0。 4。 02)
∂χ
J ~`'ノ ′   月二τ        た

偏微分の場合には ,(0。 4。 01),(0。 4。 02)式 のように, “ご "の 代わりに “∂ "が用い

られる。 また,χ の値を固定 して ν に関して偏微分する場合も同様に定義される。

最大値
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例 1 ノ(χ ,y)=χ 2+2χ ν+2ν 2 とすると, ν を定数と考えて ,

舟パムガ=2χ +2y
が得 られる。 ν についての偏微分 も同様に

分∫(L"=2χ +4y
となる。 [例 1.終 ]

2変数の関数 ノ(χ ,ν )の最大値・最小値を χ,ν の領域 (χ ,y)∈ Dで 求める方法

は 1変数の場合と同様である。 ∫(χ ,ν )の極値を与える点では,偏導関数の値はゼロに

なる (図 7参照 )。 そこで,ま ず χ,ν についての偏導関数がゼロになる点を求める。

舟パL"=Q寺∫(Lガ =0
つぎに,領域 Dの 境界を含めて最大値または最小値を探す。

(0.4.03)

問 11。 ■ 組の数値 (χ l,yl),(χ 2,ν 2),… ,(χ η,y2)が与えられているとする。ここ

で , αとβを未知変数 とする関数

バ α,β )=二 (y`一 α一βχj)2          (0。 4。 04).

を考える (注 .問 Hでは,χ ぉ yjは与えられた定数で,α とβが変数になっている)。

この ノ(α ,β )に 関して,α とβについての偏微分係数が,そ れぞれゼロになるときのα

とβを求めよ。

0。 5 指数関数と対数関数

正の実数 α>0 に対 して,関数

ノ(χ )=α ″  (一∞<χ <十∞) (0。 5.01)

を α を底とする指数関数という。 χ は任意の実数の値を

取 りうるが,関数 ∫(χ )の値は常に正である。

ノ(χ )=α ″>0 (一 ∞<χ <+∞ )

指数関数は次の性質をもつ。

(1)バ 0)=α °=1    (0。 5◆ 02)

(2)α >1の とき ,
1lm∫ (χ )=Hm α″=0

1lmバ χ)=Hm α″ =∞

(0。 5◆ 03)

(0。 5。 04)

図 8
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(3)0<α <1の とき ,
lim∫ (χ )=Hm α″=∞

lim∫ (χ )=Hm α″〓 0

(4)任意の実数 χ,y に対して ,
ノ(χ +ν )= ノ(χ )ノ (y), α

χ+y= 
α
χ
α
y

川=ナノ=ナ呻げハ

指数関数の逆関数を対数関数という。すなわち,正の定

数 α (α >0,α ≠1)を 定めたとき,正の実数 χ に対

して α
y=χ

となる yを

(0◆ 5。 05)

(0。 5。 06)

α として,と くに自然対数の底 θ=2.71828000を 用いた

ノ(χ )=θ χ=exp(χ ) (一 ∞<χ <+∞)           (0.5◆ 08)

を単に指数関数とよぶこともある。 θ″ は, exp(χ )と 表わされることも多い。

例 1.標準正規分布の密度関数。

(0.5。 07)

(0。 5。 09)

(0。 5。 10)

ν = ∫(χ )〓 10ga χ (0。 5。 10)

と表わ し,α を底 とする対数関数 とよぶ。

対数関数は 文>0 に対 して定義されるが,関数

∫(χ )の 値は任意の実数値をとりうる。

対数関数に関 しては,次の性質が成 り立つ。

(5)バ 1)〓 10gα l=0

(6)α >1の とき ∫(χ )=10ga χ は単調増加 ,

0<α <1の とき ∫(χ )=10ga χ は単調減少

(7)任意の正の実数 χ>0,y>0 に対 して ,

ノ(χ y)= ノ(χ )+ノ (y),  10gα (χ ν)=logα χ +logα  ν (0.5。 11)

底として α=10を用いたものを常用対数とよぶ。常用対数 log10 χを単に 10gχ と表

わすこともある。自然対数の底 θ=2。 718280・ Cを底とするものを自然対数とよぶ。自然対

数は,10ge χ =ln χ と表わされることも多い。

1° g2χ

1°
gO.5/
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0。 6 順列と組合せ

η 個の異なるものから r個 を選んで並べたものを順列という。順列の総数 ηPrは

次の式で与えられる。

″Pr= ■ (η -1) (■ -2)・¨ (η 一 r+1)

r個 の 積

注.証明の概略は以下のとおりである。 n個 の異なるものを ■1,ス 2,°°°,■ηと

する。そのうちの r個 を並べる場所を考える。
1□    2□      .。 。  r□

(0◆ 6。 01)

(0.6.02)

(0。 6。 03)

(0。 6◆ 04)

(0.6。 05)

↑            ↑

"通
り η-1通 り

第 1番めに置 くものとしては ■ 通 りの可能性がある。第 1番めが決まると第 2

番めとしては η-1 通 りの可能性が残されている。以下同様にして, r番 め

については, r-1個 のものがすでに配置されているので η一 (r-1)通 りの

可能性が残されている。

とくに, r=η の

↑

η一r+1通 り

場合は

=η (■ -1)(■ -2)¨ 03・ 201

から れ まで η 個の整数を乗 じたもので, ■ の階乗という。

いう3つの文字 (■ =3)の すべての順列は ,

acb, bac, bca, cab, cba

3!=3・ 201=6通 りとなる。

明せよ。ただし, r=0の 場合は 0!=1 と約束する。

/(■ ―r)!

πPη =η

となる。η !は , 1

例 1。 a, b, cと

abci

であり,順列の数は

間 12口 次の等式を証

πPr=■

η 個 の異なる も

あるいは (撃 )と表

ηCr = 2C″ _″

のか ら r個 を選んだものを組合せという。組合せの総数を 2Cr,

わすと,

2Cr=(撃
πPr     η !

r!   r!(η 一 r)!

となる。証明の概略は次のとお りである。まず順列の総数は ηPrで ある。その中のひと

つの順列に注 目する。そこに含まれる r個 の ものか らなる順列は r! 通 りある。これ

らは,同 じ組合せ と考えるので,組合せの総数は,2Cr=π Pr/r! となる。

(0。 6.04)式から明らかなように次の関係が成り立つ。
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0。7 ギリシヤ文字
小文字 大文字 英語綴り [英国式発音]/1アメリカ式発音] 通常の日本語発音
α

β

γ

δ

ε

ξ

η

θ

ι

κ

λ

μ

ν

ξ

0

7r

ρ

σ

τ

υ

A
B

「
△

E
Z

H
Θ

I

K
A
M
N
E
O
Π

P
Σ

T
Υ

alpha

beta

gaΠIIna

delta

epsilon

zeta

eta

theta

iota

kappa

lambda

mu

nu

Xl

OΠllCrOn

pl

rho

slgma

tau

upsilon

phi

chi

psl

omega

[艶lfO]

[bfltЭ]/[b6itO,bf:to]

[gimЭ ]

[dёltЭ ]

[ё
pSilЭ n]/[6pS01うn,6psolonl

[ZfltЭ ]/[Z6itO,zfltЭ]

[fltO]/[6itO,1:tЭ ]

[OfltO]/[06itO,011tЭ ]

[ai6utЭ ]

[kttpЭ ]

[1鹿卑dЭ ]

[珂Ш]/[珂Ш,mШ ]
[珂 uI]/[nu:,珂 uI]

[Sai,9Zai,Zai]/[Zai,Sai]

[Omttikron]/[6mikrぅ n,6umikrう nl

[pai]

[rOu]

[SfgmЭ ]

[tau,tЭ I]

[jilpSilう n,ApsdilЭ nl

/[ApSOlう n,j`Ipsolう n]

[fai]

[kai]

[pSai]/1Sai,pSai]

[6umigЭ ]

/[Oum6gO,Oumigo,oum6igЭ ]

アルファ

ベータ

ガンマ

デルタ

イプシロン

ジータ

イータ (エータ)

シータ

イオタ

カッパ

ラムダ

ミュー

ニ ュ ー

グザイ (ク シー)

オミクロン

パィ

ロ ー

シグマ

タウ

エプシロン

ファイ

カイ

プサイ

オメガ

Φ

Ｘ

Ψ

Ω

φ

χ

ψ

ω

注.英国式発音は POD(Pocket OXford Dictionary)に よる。アメリカ式発音は The American
Heritage Dictionaryに よる。ただし,英国式と異なる場合のみ,アメリカ式の発音を載せた。辞

書によつては,こ こに載せたもの以外の発音を示すものもある。

注.小文字を一列に並べると次のようになる。

αβγδεξ77θ ικλμνξοπρστυφχψω
γ  r χ XX

アール      エックス
(小 ,大 )γ (ガンマ)や χ (カイ)は,基線から下にはみ出しており,

r(アール)や x(エ ックス)と は完全に異なる文字である。

注.プログラムなどを作成するときに,“λ=1"のつもりで

RAMUDA = 1.0

などと書かないように注意せよ。
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間の答

ν

π
∝

Ｊ 〓‐

＋

Ｄ
　
為

句
　
η∝
Ｊ〓‐

け
　
〓

み̈月　　一　　切

一一　
　
　
ル
　
■

π
　
　
　
　
　
＋
　
　
ν

げ
湖
　
』
　
‐＋

斗
　
ヰ
　
　
十
　
け

＋．

■
　
　
‐＞
　
＋

¨
協
　
詢
湖

‐＋　
為
　

け
　
ｏｏ＋

χ
　
＜
　
　
　
　
＋

Ｃ

　

　

Ｃ

　

　

　

　

一一
　

　

　

２χ

一一　
　
一一　
　
　
り
′
　

＋

ヽ
ノ
　
　
　
　
　
ｙ
　
　
χ

為
　
　
　
　
Ｊ＋
　
＜

口万
　
に
　
　
　
は
　
〓

鑢
　
ηΣ
Ｊ〓‐　
　
　
　
ηΣ
周

和
　
Ｄ
　
　
　
　
”

０
　

問

(3)Σ c=c+c+… +c=η oc
J=1

問 2.(4)ム (c χ J十 ご νJ)=轄 c χ J)+(± ごνJ) 継 質 (2)よ り)
J=1

〓c(ΣχJ)十 d、こνJ)  (性質(1)より)J=1

逆に(4)で ,d=0と 置くと(1)が得られる。また,c=d=1と すれば,(2)が得ら

れる。

問 3.Д (χ J一 χ )=属 χ Jtと
言
=T一 η χ =0

ここで,第 1の 等式は性質(4),第 2の等式は性質(3),第 3の等式は平均の定義によ

る。

問4。 鳳 (χ J一 χ)2=呂 (χ′
2_2x・ χ′+χ 2)=鳳χ J2_2χ ブ璽χノtДχ

2

=lΣχ J2_2η χ・χ+η χ
2

J=1

〓允χ J2_.頂砕=允χ J2_二
J=l              J=1        ■

問5。 丁=+自ν」=十ム(C χJ+ご )

=■ヵχノ+上士ご=cχ +ご
η ノ=1     72」 =1

カ(ν J-5⊃ 2〓 ±[(c χJ+ご )一 (cχ +ご )]2
」=l              J=1

=Σ [c(χ J一 χ)]2〓 c2Σ (χノ_χ )2
J=l                     J=1
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ｄ＋μＣ
　
　
島
　
〆

一
一
　

　

　

２
６

　

　

　

２
．

．′
　

　

　

「
Ｊ

　

　

Ｃ

η心
月　
　
初
　
　
一一Ｊ

＋
　
　
　
μ
　
　
ρ

島
　
に
　
２

２ら
河
一一　
　
為
　
ηΣ
Ｊ〓１

λ
　
↑
　
♂

ｍヽ一　　年　月　十

χ
　
　
　
　
　
。′
　
　
２

Ｃ
　
　
　
一Ｐ
　
　
「
Ｊ

ηΣ
Ｊ〓‐　
ン
　
一

一
Ｊ

　

　

　

　

軍

　

　

」

″
　
　
′′説
　
ｒに』

″↓
Ｊ〓‐
　
η
〓Σ
周
η
〓ΣＨ

μ

　

　

　

σ

７問

０

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

る

一一　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
い

Ｊ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
て

ηΣ
周
　
λ
　
　
　
　
　
　
　
使

μ
　

　

ｏ　
　
　
　
　
　
　
を

け
切
　
プ
嚇

π　
周
η　
Ｊ〓‐
η　
Ｊ〓‐

２Σ
Ｊ〓‐
　
〆
　
　
　
　
　
　
　
‐ま，
で

・　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

こ

６

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

こ

問

一
χ
　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

０

一　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

〓

χ
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
ヽ
・ノ

一』
澪

＋
卜
　
一」

」
　
一「　
　
　
　
一「
　
　
　
＞〓

η一ゝ
“Ｈ　　　　一”　　　　　　　　　　　　・一”　　　　　　　　　̈
　。一

２Ｘ
ｉ〓‐Ｊ　
２Ｌ
〓‐　
　
　
　
・Ｌ
〓‐　
　
　
一「

一一　
　
πΣ
Ｈ
　
　
　
　
２Σ
Ｈ
　

・」
　

島

ｒ３　
　
　
　
１
ι
　
で
　

Ｃ

一一　

　

　

　

一一
　

項
　

＞

一 χ

第 2

χ ;..

の
　
　
一　
　
る

¨̈
　　　　　　　　　　　一Ｊ〓‐

，
　

　

　

を

・　
　
　

　
　

　
　

　
　

で
　

　

　

係

８

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

　

こ

関

問
　
　
　
　
　
　
　
　
　
こ
　

　

　

の

0。 2 積分

問 9。 略。問 6と 同様。

問 10。 略。問 7と 同様。
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0.4 偏微分

問11ロ ノ(α ,β )〓 Σ (yι 一α一βχ`)2を
αについて偏微分すると,β を定数と考えて,

i=1

務∫(銑β)〓 -4(九一α一βχD     ①
となる。同様にβについて偏微分すると

+パ銑β)=-2占χJ(九一α一β月    ②
が得られる。それぞれをゼロとおくと,

Σ (ν J一 α―β χj)=■ ν―ηα―ηβχ =O        ③
J=1

Σχ,(y:一 α―β χι)=Σ χ:ν J一 αΣχj~βΣχJ2=O   ④
`=l                    J=l       j=1     '=1

となる。まず,③式より,

α =γ 一βχ                  ⑤

が得られる。⑤式を④式に代入すると,

二χザ̀一万亨舅χj〓 β(左χ j2_裏亨襲χ̀)          ⑥
となる。ここで ,

ま χ jy,一 丁 ま χ
j=± χ

`(ν
J一 ラ ⊃  =允 (χ j一 T)(yj― 丁 )

J=l        j=l      j=1              '=1

カχ j2_Tま χ̀ =力 (χ `一頂D2J=l      j=1     '=1

の関係を使えば ,

β =ム (χ ,一 頂 ⊃ (ν J一 丁 )/座 (χ J一 χ )2        ⑦

が得 られる。

0.6 順列と組合せ

問 12口 πPr=η (■ -1)(η -2)… (η 一 r+1)

η (η -1)(η -2)¨・ (■ ―r+1)(■ ― r)¨・201
(■ ― r)¨・201

η !

(η 一 r)!


